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Minoration onforme du spetre du laplaien de
Hodge-de Rham
Pierre Jammes
Résumé. Soit Mn une variété ompate de dimension n ≥ 3. Pour toute
lasse onforme C de métriques riemanniennes sur M , on pose µck(M,C) =
infg∈C µ[n2 ],k
(M, g)Vol(M, g)
2
n
, où µp,k(M, g) est la k-ième valeur propre du lapla-
ien de Hodge-de Rham agissant sur les p-formes oexates. On démontre que
0 < µck(M,C) ≤ µck(Sn, [gan]) ≤ k
2
nµc
1
(Sn, [g
an
]). On montre aussi que si
n = 0, 2, 3 mod 4 et si g est une metrique lisse telle que µ[n
2
],1(M, g)Vol(M, g)
2
n =
µc
1
(M, [g]), alors il existe une forme propre non nulle de degré
[
n−1
2
]
et de valeur
propre µc
1
(M, [g]) qui est de longueur onstante. En onséquene, il n'existe pas de
métrique extrémale lisse si n = 4 et que la aratéristique d'Euler de M est non
nulle.
Mots-lefs : formes diérentielles, laplaien, métriques onformes, inégalités de
Sobolev.
Abstrat. Let Mn be a n-dimensional ompat manifold, with n ≥ 3.
For any onformal lass C of riemannian metris on M , we set µck(M,C) =
infg∈C µ[n2 ],k
(M, g)Vol(M, g)
2
n
, where µp,k(M, g) is the k-th eigenvalue of the
Hodge laplaian ating on oexat p-forms. We prove that 0 < µck(M,C) ≤
µck(S
n, [g
an
]) ≤ k 2nµc
1
(Sn, [g
an
]). We also prove that if g is a smooth metri suh
that µ[n2 ],1
(M, g)Vol(M, g)
2
n = µc
1
(M, [g]), and n = 0, 2, 3 mod 4, then there is
a non-zero orresponding eigenform of degree
[
n−1
2
]
with onstant length. As a
orollary, on a 4-manifold with non vanishing Euler harateristi, there is no suh
smooth extremal metri.
Keywords : dierential forms, laplaian, onformal metris, Sobolev inequalities.
MSC2000 : 35P15, 58J50
1. Introdution
Soit (M,g) une variété riemannienne ompate onnexe orientable de di-
mension n. On onsidère le laplaien de Hodge-de Rham agissant sur l'espae
Ωp(M) des p-formes diérentielles sur M et déni par ∆ = dδ + δd où la
odiérentielle δ est l'adjoint L2 de d. Le spetre de et opérateur forme un
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ensemble disret de nombres positifs ou nuls qu'on notera
0 = λp,0(M,g) < λp,1(M,g) ≤ λp,2(M,g) ≤ . . . ,
où la multipliité de λp,0(M,g) est le p-ième nombre de Betti deM , les autres
valeurs propres étant répétée s'il y a multipliité.
L'étude du laplaien agissant sur les fontions, 'est-à-dire du as p = 0,
montre qu'à volume xé, on peut hoisir la métrique de manière à rendre les
valeurs propres arbitrairement grande (voir [CD94℄). mais que e n'est pas
le as si on impose à la métrique d'appartenir à une lasse onforme donnée,
'est-à-dire que si C est une lasse onforme de métrique riemannienne sur
M , alors
sup
g∈C
λ0,k(M,g)Vol(M,g)
2
n < +∞, pour tout k. (1.1)
Cette majoration a été démontrée par A. El Sou et S. Ilias pour k = 1
([ESI86℄), et généralisée par N. Korevaar dans [Ko93℄. On peut par ailleurs
failement montrer que infg∈C λ0,k(M,g)Vol(M,g)
2
n = 0.
Le laplaien agissant sur les formes diérentielles de degré quelonque a
été moins étudié. B. Colbois et A. El Sou ont ependant montré réemment
que l'inégalité (1.1) ne se généralise pas :
Théorème 1.2 ([CES06℄) Si M est une variété riemannienne ompate et
C une lasse onforme sur M , alors
sup
g∈C
inf
2≤p≤n−2
λp,1(M,g)Vol(M,g)
2
n = +∞. (1.3)
Comme la diérentielle d ommute ave le laplaien, le spetre des 1-formes
ontient le spetre des fontions, on peut don majorer λ1,k omme dans
(1.1), et il en va de même pour les n− 1 formes par dualité de Hodge.
Le théorème 1.2 onduit naturellement à se demander si on peut faire
tendre les valeurs propres du laplaien de Hodge-de Rham vers zéro dans
une lasse onforme et à volume xé, omme 'est le as pour les fontions :
Question 1.4 ([Co04℄) Étant donnés 2 ≤ p ≤ n− 2 et k ≥ 1, a-t-on
inf
g∈C
λp,k(M,g)Vol(M,g)
2
n = 0 ? (1.5)
On montre  entre autres hoses  dans [Ja06℄ que la réponse est positive
pour tout p et k si la dimension n est impaire, et pour tout k et tout p 6= n2
si n est pair. Plus préisément, si on se restreint aux formes diérentielles
oexates, la tehnique utilisée éhoue en degré
n
2 et
n
2 − 1 si la dimension
2
est paire, et en degré
[
n
2
]
si la dimension est impaire, la question 1.4 restant
ouverte dans es as.
Nous allons ii ahever de répondre à la question 1.4 en montrant que dans
les as restants, on peut en fait minorer uniformément le spetre des formes
oexates, le volume et la lasse onforme étant xés, par une onstante
stritement positive. La réponse à la question 1.4 dépend don en général du
degré p.
Nous nous appuieront sur l'existene d'inégalités de Sobolev pour les
formes diérentielles, et en partiulier de l'inégalité suivante, dont on peut
par exemple trouver la démonstration dans [GT05℄ :
Théorème 1.6 Soit (M,g) une variété ompate de dimension n, et r, s ∈
]1,+∞[ deux réels tels que 1/s − 1/r = 1/n. Il existe une onstante
c(M,g, r, s) > 0 telle que pour toute p-forme θ ∈ Ωp(M,g), on a
inf
dζ=0
‖θ − ζ‖Lr ≤ c‖dθ‖Ls . (1.7)
Remarque 1.8. La démonstration donnée dans [GT05℄ étant en grande
partie non onstrutive, elle ne fournit auune estimée de la onstante c.
Dans le as où r = n
p
et s = n
p+1 , les normes ‖θ − ζ‖r et ‖dθ‖s sont onfor-
mément invariantes, et don la onstante c optimale dans l'inégalité (1.7) en
restrition aux p-formes est un invariant onforme, qu'on notera
Kp(M, [g]) = sup
θ∈Ωp(M)
inf
dζ=0
‖θ − ζ‖n
p
‖dθ‖ n
p+1
, (1.9)
où [g] = {h2g, h ∈ C∞(M), h > 0} désigne la lasse onforme de g.
On va donner une minoration uniforme du spetre du laplaien de Hodge-
de Rham en fontion de la onstante Kp. On notera 0 < µp,1(M,g) ≤
µp,2(M,g) ≤ . . . le spetre du laplaien en restrition aux p-formes oex-
ates. Rappelons que la spetre non nul (λp,k(M,g))k≥1 du laplaien sur les
p-formes est la réunion des spetres (µp,k(M,g)) et (µp−1,k(M,g)).
Théorème 1.10 Soit Mn une variété ompate de dimension n ≥ 3, C une
lasse onforme de métriques sur M . Pour toute métrique g ∈ C, on a
µ[n2 ],1
(M,g)Vol(M,g)
2
n ≥ K[n2 ](M,C)
−2.
Si n est pair, ette inégalité est optimale.
Remarque 1.11. La théorie de Hodge nous dit que si n est pair, alors
µn
2
−1,i(M,g) = µn
2
,i(M,g) pour tout i ≥ 1. Comme on l'a déjà remarqué,
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pour tous les autres degrés p, on sait faire tendre µp,i(M,g) vers zéro à volume
xé dans la lasse onforme C. On a don bien omplètement répondu à la
question 1.4.
Dans [CES03℄ B. Colbois et A. El Sou dénissent un  spetre on-
forme  pour les fontions par λck(M,C) = supg∈C λ0,k(M,g)Vol(M,g)
2
n
.
On peut dénir de la même manière un spetre onforme pour les formes
diérentielles par
µck(M,C) = inf
g∈C
µ[n2 ],k
(M,g)Vol(M,g)
2
n . (1.12)
La théorème 1.10 soulève naturellement la question de l'existene de
métriques lisses réalisant µck(M,C), en partiulier pour k = 1. On peut
établir le ritère suivant :
Théorème 1.13 Soit g une métrique lisse de volume 1 sur M telle que
µ[n2 ],1
(M,g) = µc1(M, [g]). Si n = 3 mod 4, alors il existe une
[
n
2
]
-forme
propre oexate non nulle de valeur propre µc1(M, [g]) et de longueur on-
stante. Si n est pair, toutes les formes propres oexate de degré n2 − 1 et de
valeur propre µc1(M, [g]) sont de longueur onstante.
Remarque 1.14. On sait que pour les fontions, la métrique anonique
de la sphère maximise la première valeur propre dans sa lasse onforme
([ESI86℄). En revanhe les premières formes propres des formes diérentielles
pour ette métrique ne sont pas de longueur onstante (voir l'appendie de
[GM75℄). En général, les métriques extrémales ne sont don pas les mêmes
pour les formes et les fontions.
On peut déduire du théorème 1.13 qu'en dimension 4, il y a une obstrution
topologique à l'existene de métriques réalisant l'inmum µc1(M,C) :
Corollaire 1.15 Si M est une variété ompate de dimension 4 et de ar-
atéristique d'Euler non nulle, il n'existe pas de métrique régulière g de vol-
ume 1 telle que µ1,1(M,g) = µ
c
1(M, [g]).
Enn, on va donner une majoration du spetre onforme (µck(M,C))k≥1 :
Théorème 1.16 Pour toute lasse onforme C sur la variété ompate M
et tout k ≥ 1, on a
µck(M,C) ≤ µck(Sn, Can) ≤ k
2
nµc1(S
n, C
an
),
où C
an
est la lasse onforme de la métrique anonique de la sphère.
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Il existe une minoration semblable à elle du théorème 1.10 pour l'opéra-
teur de Dira (voir [Lo86℄ et [Am03b℄). L'étude de métriques extrémales
pour et opérateur a été développée par B. Ammann dans [Am03a℄, où il
montre entre autres l'optimalité de l'équivalent spinoriel du théorème 1.10.
Cependant, les tehniques utilisées ne sont en général pas immédiatement
transposables au as des formes diérentielles ; en partiulier l'évolution de
l'opérateur de Dira au ours d'une déformation onforme s'exprime beau-
oup plus simplement que elle du laplaien de Hodge-de Rham.
Les théorèmes 1.10 et 1.13 et le orollaire 1.15 seront démontrés dans la
setion 2 et le théorème 1.16 dans la setion 3.
2. Extremum du spetre
On va voir ii omment l'inégalité de Sobolev (1.7) permet de minorer le
spetre.
Démonstration du théorème 1.10 : Pour ommener, on onsidérera
le as où la dimension n est paire.
Soit θ une forme propre oexate de degré n2 , de valeur propre λ. On
sait que ‖dθ‖22 = λ‖θ‖22, et en supposant que la métrique g sur M est de
volume 1, on peut en outre érire ‖dθ‖22 ≥ ‖dθ‖22n
n+2
(inégalité de Hölder).
L'inégalité de Sobolev (1.7), en onjontion ave le fait θ minimise la norme
L2 parmi les primitives de dθ, assure alors que
‖θ‖22 ≤ Kn
2
(M, [g])2‖dθ‖22n
n+2
≤ Kn
2
(M, [g])2‖dθ‖22
≤ Kn
2
(M, [g])2λ‖θ‖22. (2.1)
On a don bien λ ≥ Kn
2
(M, [g])−2.
En dimension paire, on peut aussi montrer que ette minoration est op-
timale. Soit ε > 0, et θ une n2 -forme oexate telle que ‖dθ‖ 2n
n+2
= 1 et
Kn
2
(M, [g]) − ε ≤ ‖θ‖2 ≤ Kn
2
(M, [g]). (2.2)
Supposons dans un premier temps que la forme dθ soit partout non
nulle. Sa longueur est don partout non nulle et on peut dénir une nouvelle
métrique par gh = h
2g ave h = |dθ| 2n+2 ; on notera | · |h et ‖ · ‖p,h les normes
pontuelle et Lp pour ette métrique. Le volume pour la nouvelle métrique est
Vol(M,gh) =
∫
M
hndvg = ‖dθ‖
2n
n+2
2n
n+2
= 1, et surtout la longueur de la forme
dθ pour la métrique gh est onstante : en eet, |dθ|h = h−(
n
2
+1)|dθ| = 1.
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La forme θ étant de degré n2 , elle est oexate quel que soit le hoix de la
métrique dans [g], on peut don failement majorer µn
2
,1(M,gh) à l'aide de
son quotient de Rayleigh :
µn
2
,1(M,gh) ≤
‖dθ‖22,h
‖θ‖22,h
=
‖dθ‖22n
n+2
,h
‖θ‖22,h
≤ (Kn
2
(M, [g]) − ε)−2. (2.3)
En passant à la limite quand ε → 0, on obtient bien que µc1(M, [g]) =
Kn
2
(M, [g])−2.
Si la forme dθ n'est pas partout non nulle, on doit modier légèrement la
démonstration. On se donne un réel δ > 0 et on pose h = (|dθ|+δ) 2n+2 . On a
alors |dθ|h = |dθ||dθ|+δ ≤ 1, et don ‖dθ‖2,h ≤ ‖dθ‖ 2nn+2 ,h. Comme Vol(M,gh)→
1 quand δ → 0, on retrouve l'inégalité (2.3) en passant à la limite.
Considérons maintenant la situation où n est impaire. Soit θ une forme
propre oexate de degré
[
n
2
]
et de valeur propre λ. Par dénition de Kp,
pour tout ε > 0, il existe une forme θ′ de degré
[
n
2
]
telle que ‖θ′‖ 2n
n−1
≤
(Kn
2
(M, [g]) + ε)‖dθ‖ 2n
n+1
. On a par onséquent
‖θ‖22 ≤ ‖θ′‖22 ≤ ‖θ′‖22n
n−1
≤ (Kn
2
(M, [g]) + ε)2‖dθ‖22n
n+1
≤ (Kn
2
(M, [g]) + ε)2‖dθ‖22. (2.4)
En passant à la limite quand ε → 0, on obtient la même onlusion qu'en
dimension paire.
On va maintenant établir le ritère du théorème 1.13 pour l'existene de
métriques extrémales.
Démonstration du théorème 1.13 : On se donne une métrique g sur
M de volume 1 telle que µ[n2 ],1
(M,g) = µc1(M, [g]). On va ii enore donner
deux démonstrations distintes selon la parité de la dimension.
Dans le as où la dimension n est paire, il est ommode de raisonner
sur la longueur de formes propres exates de degré
n
2 + 1 et de onlure par
dualité de Hodge : si ω est une forme propre oexate de degré n2 − 1, alors
∗ω est une forme propre exate de degré n2 +1 de même longueur et de même
valeur propre.
Considérons don une forme propre exate ω de degré n2 +1 et de valeur
propre µ[n2 ],1
(M,g), et notons ϕ la forme propre oexate de degré n2 telle
que dϕ = ω. On va étudier les variations du quotient de Rayleigh de ϕ pour
des petites déformations onformes de la métrique. On se donne une fontion
u ∈ C∞(M), et on dénit pour tout ε > 0 petit la métrique gε = (1+ εu)2g.
6
On peut imposer les onditions de normalisation que la volume reste onstant
au 1
er
ordre par rapport à ε 'est-à-dire que
∫
M
udvg = 0, et que ‖ϕ‖2 = 1.
Comme ϕ est de degré n2 , elle reste oexate et de norme 1 quel que soit ε.
Le développement de son quotient de Rayleigh est
Rgε(ϕ) = ‖ω‖22,ε =
∫
M
|ω|2gεdvgε =
∫
M
|ω|2(1 + εu)−2dvg
=
∫
M
|ω|2dvg − 2ε
∫
M
u|ω|2dvg + o(ε). (2.5)
Comme la métrique g minimise µ[n2 ],1
(M,g) dans sa lasse onforme, le terme
d'ordre 1 du développement préédent est nul, 'est-à-dire que
∫
M
u|ω|2dvg =
0, quelle que soit la fontion u d'intégrale nulle, e qui n'est possible que si
|ω| est onstant.
Traitons maintenant le as où n = 3 mod 4. On va en fait raisonner sur
l'opérateur (∗d) agissant sur l'espae des formes oexates de degré [n2
]
. C'est
un opérateur autoadjoint qui est une raine arrée du laplaien et qui laisse
stable les espaes propres de ∆. Pour haque valeur propre µ du laplaien
sur et espae, l'espae propre assoié est don un espae propre de (∗d) ou
se déompose en la somme orthogonale de deux espaes propres de (∗d) de
valeurs propres
√
µ et −√µ. Une forme propre ϕ de (∗d) a la partiularité
de vérier |dϕ| = √µ|ϕ| en tout point. On note ω une forme propre oexate
du laplaien de norme 1, de valeur propre µ[n2 ],1
(M,g) et qui est aussi forme
propre de (∗d), et on va aluler le développement au 1er ordre du quotient
de Rayleigh (pour le laplaien) de ω par rapport à ε.
Remarquons d'abord qu'au 1
er
ordre, la norme ‖δω‖2gε est nulle : en eet,
‖δω‖gε = ‖d∗gε ω‖gε = ‖d[(1+ εu)∗g ω]‖gε = ε‖(1+ εu)ndu∧∗ω‖g. On peut
alors érire
Rgε(ω) =
‖dω‖2gε
‖ω‖2gε
+ o(ε)
=
∫
M
|dω|2g(1 + εu)−1dvg∫
M
|ω|2g(1 + εu)dvg
+ o(ε)
= ‖dω‖2g − ε
∫
M
u(|dω|2 + ‖dω‖2|ω|2)dvg. (2.6)
On onlut omme dans le as de la dimension paire en utilisant le fait que
|dω|2 = ‖dω‖2|ω|2 en tout point.
Remarque 2.7. Si n = 1 mod 4, la démonstration préédente n'est pas
valide ar l'opérateur (∗d) n'est pas autoadjoint.
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Démonstration du orollaire 1.15 : Il sut de remarquer qu'en
dimension 4, L'existene d'une métrique extrémale implique l'existene d'une
1-forme partout non nulle, et don que la aratéristique d'Euler est nulle.
3. Majoration du spetre onforme
Pour nir, nous allons démontrer les majorations du spetre onforme
énonées dans l'introdution.
Démonstration du théorème 1.16 : Pour démontrer l'inégalité
µck(M,C) ≤ µck(Sn, Can), on va montrer qu'on peu faire tendre le spe-
tre et le volume de M vers elui d'une sphère dans la lasse onforme C. On
s'appuiera sur un théorème de onvergene de spetre obtenu par C. Anné
et B. Colbois dans [AC95℄ pour les variétés ompates reliées par des anses
nes qu'on appliquera à la variété M reliée par une anse à une sphère (voir
gure 1).
Fig. 1 
Plus préisément, on onsidère une métrique g ∈ C sur M telle que
µ[n2 ],1
(M,g) > µck(S
n, C
an
), et pour tout réel δ > 0 et tout entier k ≥ 1,
on se donne une métrique gk,δ sur la sphère S
n
onforme à la métrique
anonique telle que µ[n2 ],k
(Sn, gk,δ) ≤ µck(Sn, Can) + δ et Vol(Sn, gk,δ) = 1.
On xe deux points x ∈ M et y ∈ Sn qui seront les points d'attahe de
l'anse, et on déforme les métriques g et gk,δ en des métriques gδ et g
′
k,δ telles
que gδ (resp. g
′
k,δ) soit eulidienne sur une boule de entre x (resp. y) et de
rayon δ et que g′k,δ soit onforme à gk,δ ('est possible puisque la métrique
anonique de la sphère est onformément plate). En suivant un proédé déjà
utilisé dans [CES06℄ et [Ja06℄, on déforme ensuite la métrique sur la boule
eulidienne de entre x an d'obtenir la gure 1 : pour tout 0 < ε ≤ δ, on
dénit une fontion h1,ε sur M par h1,ε = 1 en dehors de la boule de entre
8
x, et
h1,ε(r) =


e
L
ε
si 0 ≤ r ≤ εe−Lε ,
ε
r
si εe−
L
ε ≤ r ≤ ε,
1 si ε ≤ r ≤ δ,
(3.1)
où r est la oordonnée radiale sur la boule B(x, δ). Si on munit M de la
métrique h21,εgδ, la boule B(x, ε) devient isométrique à la réunion d'un ylin-
dre de longueur L et d'une boule eulidienne de rayon ε reposant sur le
bord du ylindre. On peut projeter stéréographiquement  don de manière
onforme  ette boule sur une alotte sphérique reposant sur le bord du
ylindre et don trouver une fontion h2,ε telle que (M,h
2
2,εgδ) soit la var-
iété de la gure 1. Comme la métrique g′k,δ sur la sphère est onforme à la
métrique anonique, on peut trouver une fontion h3,ε telle que (M,h
2
3,εgδ)
soit la variété obtenue en reliant (M,gδ) et (S
n, g′k,δ) par une anse de longueur
L et de rayon ε reposant sur les bords des boules de entre x et y et de rayon
ε. Le théorème B de [AC95℄ nous dis alors que (µ[n2 ],i
(M,h23,εgδ))i≥1 tend
vers la réunion de (µ[n2 ],i
(M,gδ))i≥1 et (µ[n2 ],i
(Sn, g′k,δ))i≥1 quand ε→ 0.
On peut hoisir les métriques gδ et g
′
k,δ telles que τ(δ)
−1gδ ≤ g ≤ τ(δ)gδ
et τ(δ)−1g′k,δ ≤ gk,δ ≤ τ(δ)g′k,δ ave τ(δ) → 0 quand δ → 0. Un ré-
sultat de J. Dodziuk ([Do82℄, théorème 3.3) permet alors d'armer que
µ[n2 ],i
(M,gδ) → µ[n2 ],i(M,g) et µ[n2 ],i(S
n, g′k,δ) → µci (Sn, Can) pour tout
i ≥ 1 quand δ → 0. On peut don trouver une suite de fontions (hδ) telle
que µ[n2 ],k
(M,h2δgδ) → µck(Sn, Can) quand δ → 0 (on utilise le fait que le
spetre de (M,g) est minoré par µck(S
n, C
an
)). Les métriques h2δgδ ne sont
pas onformes à la métrique g, mais on a τ(δ)−1h2δgδ ≤ h2δg ≤ τ(δ)h2δgδ e
qui assure que µ[n2 ],k
(M,h2δg) tend aussi vers µ
c
k(S
n, C
an
) quand δ tend
vers zéro. Comme la métrique g peut être hoisie de volume arbitraire-
ment petit, on peut en outre faire tendre le volume vers 1. On a don bien
µck(M,C) ≤ µck(Sn, Can).
On peut démontrer l'inégalité µck(S
n, C
an
) ≤ k 2nµc1(Sn, Can) en util-
isant la même tehnique. On se donne une métrique gδ ∈ Can sur Sn telle
que µ[n2 ],1
(Sn, gδ) ≤ µc1(Sn, Can) + δ et Vol(Sn, gδ) = 1, et on déforme
onformément la sphère  en répétant k − 1 fois le proédé préédent 
de manière à la rendre isométrique à k sphères munies de la métrique g
attahées par des anses de rayon ε (gure 2). Quand ε tend vers zéro, le
volume de la sphère tend vers k et les k premières valeurs propres sur les[
n
2
]
-formes oexates tendent vers µ[n2 ],1
(Sn, gδ), e qui permet d'armer
que µck(S
n, C
an
) ≤ k 2nµ[n2 ],1(S
n, gδ). On onlut en faisant tendre δ vers
9
Fig. 2 
zéro.
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